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          Объект исследования: НОД и НОК чисел.

Основополагающий вопрос: Могут ли НОД и НОК чисел помочь решать практические вопросы?
Задачи: 
1. Систематизировать знания о НОД и НОК чисел.
2. Узнать алгоритм Евклида и его использование при создании календаря.
3. Исследовать практическое применение НОД и НОК. 
Гипотеза: понятия НОД и НОК позволяют решать некоторые задачи наиболее простым способом.
1. Что такое НОД
Делителем натурального числа а называется натуральное число, на которое а делится без остатка.
Найдем общие делители чисел 72 и 96.  Сначала запишем делители каждого из них в порядке возрастания: так будет легче определить, какие делители встретятся дважды.

Делители числа 72: 1, 2, 3, 4, 6, 8, 9, 12, 18, 24, 36, 72.

Делители числа 96: 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 16, 24, 32, 48, 96.

Числа, встретившиеся дважды, мы подчеркнули - это и есть общие делители. Выпишем их отдельно: 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24. Наибольшим из них является число 24. Оно называется наибольшим общим делителем чисел 72 и 96.

Наибольший общий делитель двух натуральных чисел - это наибольшее натуральное число, на которое оба данных числа делятся без остатка.

Наибольший общин делитель натуральных чисел m и n обозначается НОД(m,n) - по первым буквам слов «Наибольший Общий Делитель». Например, НОД(87,58) = 29, НОД(72,96) = 24.

Наибольшее натуральное число, на которое делится каждое из данных целых чисел, назы​вается наибольшим общим делителем этих чисел. Для чисел а1,а2 , …, аn он обозначается НОД(а1,а2 , …, аn). 
Например, НОД(60, 27, 42) = 3.
Зачем может пригодиться наибольший общий делитель? Чтобы ответить на этот вопрос, напишем все делители числа 24. Это числа 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24. И снова получились все общие делители чисел 72 и 96. Это не случайно. Дело в том, что выполняется такое свойство: каждый делитель числа НОД(т,п) является общим делителем чисел т и п, и, наоборот, каждый их общий делитель является делителем числа НОД(т,n). Например, зная, что НОД(108,196) = 4, можно сразу сказать, что все общие делители чисел 108 и 190 - это делители числа 4, т.е. 1, 2 и 4. 
Чтобы найти НОД(m,n), числа m и n разлагают на простые множители и подчеркивают общие множители двух разложений. Затем все подчеркнутые множители одного из чисел выписывают отдельно и перемножают. Получающееся произведение и будет наибольшим общим делителем данных чисел. 

Например, 36=2[image: image2.png]
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3, 48=2[image: image8.png]
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3, значит,
 НОД(36, 48) = 2[image: image16.png]
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3 = 12.

Если  все  данные  числа делятся на одно из этих чисел, то оно является их  наибольшим общим делителем. Например, НОД (10, 20, 300) = 10, т.к. 10 – общий делитель  чисел 20 и 300.
Натуральные числа называются взаимно простыми, если  НОД этих чисел равен 1.

   Например,  НОД(14, 9) = 1, значит 14 и 9 – взаимно простые числа.
Решение практических задач с использованием НОД.
Задача 1. Шестиклассники решили сделать подарки ученикам 1-го класса. Они собрали 87 воздушных шариков и 58 флажков и все их раздали малышам поровну. Но когда их спросили, сколько учеников в 1-м классе, они только точно помнили, что их больше 20. Сколько учеников в 1-м классе?
Решение.
Раз шестиклассники смогли поровну разделить и флажки, и шарики между малышами, то число первоклассников должно быть наибольшим общим делителем и числа флажков, и числа шариков. НОД(87, 58) =29. Значит в классе 29 учеников.

Ответ: 29 учеников.

Задача 2. Валя и Вера покупают одинаковые почтовые наборы. Каждый набор состоит из открытки с конвертом. Валя уплатила за наборы 65 руб., а Вера - на 26 руб. больше. Они сложили все покупки вместе, придя домой, они стали вспоминать цену набора и сколько каждой нужно взять наборов. Сколько стоит один набор? Сколько наборов купила Валя? А Вера?
Решение.

1. 65 + 26 = 91(р) – заплатила за наборы Вера.

2. НОД(65, 91)= 13(р) - стоимость одного набора.

3. 65 : 13 = 5(наборов) – купила Валя.

4. 91 : 13 = 7(наборов) – купила Варя.
Задача 3. Камин в комнате необходимо выложить отделочной плиткой в форме квадрата. 

    Сколько плиток понадобится для камина размером 195 ͯ 156 см и каковы наибольшие размеры плитки?   

Решение:

    1. S = 196 ͯ 156 = 30420 (см²) – S поверхности камина.

    2. НОД (195 и 156) = 39 (см) – сторона плитки.

    3. S = a² = 39² = 1521 (см²) – площадь 1 плитки.

    4. 30420 : = 20 (штук).

       Ответ: 20 плиток размером 39 ͯ 39 (см).

Задача 4. Садовый  участок размером 54 ͯ 48 м по периметру необходимо оградить забором, для этого через равные промежутки надо поставить бетонные столбы. Сколько столбов необходимо привезти для участка, и на каком максимальном расстоянии друг от друга будут стоять столбы?
Решение:

  1. P = 2( a + b) – периметр участка.

      P = 2(54 + 48) = 204 м.

   2.НОД (54, 48) = 6 (м) – расстояние между столбами.

   3. 204 : 6 = 34 (столба).

         Ответ: 34 столба, на расстоянии 6 м.

Задача 5. Из 210 бордовых, 126 белых, 294 красных роз нужно собрать букеты, причём в каждом букете количество роз одного цвета поровну. Какое наибольшее количество букетов можно сделать из этих роз и сколько роз каждого цвета будет в одном букете?

Решение:

         1. НОД ( 210, 126, 294) = 42 (букета).

         2. 210 : 42 = 5 (бордовых роз).

         3. 126 : 42 = 3 (белых роз).

         4. 294 : 42 = 7 (красных роз).

         Ответ: 42 букета: 5 бордовых, 3 белых, 7 красных роз в каждом букете.

Задача 6. На станции стоят 3 пассажирских поезда: в первом - 418 мест в купейных вагонах, во втором - 494, а в третьем - 456. Для пассажиров в каждом купейном вагоне необходимо установить  титан с горячей водой, для этого надо знать, сколько купейных вагонов в каждом поезде, если известно, что в каждом вагоне одинаковое число мест и на число пассажиров от 20 до 40 требуется 1 титан.
Решение.
НОД(418, 494, 456) = 38(мест) – в одном вагоне

1. 418 : 38 = 11(вагонов) – в первом поезде

2. 494 : 38 = 13(вагонов) – во втором поезде 
3. 456 : 38 = 12 (вагонов) – в третьем поезде 

Задача 7. Для поездки за город надо выделить несколько автобусов с одинаковым количеством мест в каждом. В лес должны поехать 424 человека, а на озеро – 477 человек. Все места в автобусах были заняты, и ни одного человека в автобусе не осталось без места. Сколько автобусов надо выделить и на сколько пассажиров рассчитан каждый автобус?
Решение.

1. НОД(424; 477)  = 53( места) – в одном автобусе.
2. 424 : 53 = 8 (авт.) - в лес
3. 477 :  53 = 9 (авт.) – на озеро
3. 8 + 9 = 17 (авт.) - всего
Ответ: 17 автобусов было выделено.

Алгоритм Евклида 
Также для того чтобы найти наибольший общий делитель двух целых чисел, можно воспользоваться алгоритмом Евклида. Алгоритм Евклида известен издавна. Ему уже более 2 тыс. лет. Этот алгоритм сформулирован в «Началах» Евклида.
Алгоритм Евклида - это способ нахождения набольшего общего делителя двух целых чисел, а также наибольшей общей меры двух соизмеримых отрезков.

Чтобы найти наибольший общий делитель двух целых положительных чисел, нужно сначала большее число разделить на меньшее, затем второе число разделить на остаток от первого деления, потом первый остаток - на второй и т.д. Последний ненулевой положительный остаток в этом процессе и будет наибольшим общим делителем данных чисел.

Обозначив исходные числа через а и b, положительные остатки, получающиеся в результате делений, через r1, r2, …, rn, а неполные частные через q1, q2, ..., qn+1,  можно записать алгоритм Евклида в виде цепочки равенств (слайд 8):

a = bq1+r1, 

b = r1q2+r2,
. . . . . . . 

rn-2 = rn-1qn + rn,

rn-1 = rnqn+1.

Приведем пример. Пусть а = 777, b = 629. Тогда 777 = 629[image: image21.png]


1 + 148, 
629 = 148[image: image23.png]


4 + 37, 148 = 37[image: image25.png]


4. Последний ненулевой остаток 37 и есть наибольший общий делитель чисел 777 и 629, значит НОД(777,629)=37.
Системы календаря 
Алгоритм Евклида является средством для представления рационального числа в виде цепной дроби, что хорошо представлено в системах календаря.
Исчисление времени, казалось бы, не таит в себе никаких проблем. Сутки следуют за сутками, год за годом. Но что такое год? Это время, за которое Земля совершает по своей орбите полный оборот вокруг Солнца. Астрономы подсчитали, что год составляет 365 сут 5 ч 48 мин 46 с или 365,242199 сут. Но пользоваться таким сложным числом очень неудобно. Хотелось бы, чтобы в году было целое число суток. Предположим, что продолжительность года равна 365 дням. Но тогда окончание каждого года приходилось бы всякий раз на новую точку на орбите, отстоящую от предыдущей на величину, которую Земля проходит примерно за 6 ч. Какой же из этого выход? Древнеримские жрецы давшие исчислением времени, произвольно удлиняли некоторые года, чтобы согласовать календарные даты с сезонными явлениями природы. Впервые порядок в счете времени навел в I в. до н.э. римский император Юлий Цезарь. Он постановил считать одни годы: по 365 суток, а другие по 366, чередуя их по виду: три года подряд коротких, четвертый - длинный. Такую систему предложил александрийский астроном Созиген, которого Юлий Цезарь пригласил в Рим для создания календаря. Гораздо позже, с введением христианского летосчисления, високосным стали считать каждый год, порядковый номер которого делится на 4.

Этот календарь в честь Юлия Цезаря называется юлианским. По нему средняя продолжительность года составляет 365 сут 6 ч. больше истинной лишь на 11 мин 14 с. Однако и это решение оказалось неудовлетворительным. К XVI в. ошибка, накапливаясь, ставила уже около 10 сут .

Следующую реформу календаря Григорий XIII-папа римский. Он создал специальную комиссию для разработки календаря, по которому весеннее равноденствие выпадало бы на 21 марта и впредь больше не отставало от этой даты. Решение папы Григория было вызвано трудностями использования юлианского календаря при расчетах дат церковных праздников. Решение комиссии, утвержденное Григорием XIII в 1582 г., было достаточно простым: сдвинуть числа на 10 оставить чередование простых и високосных лет, при этом решили, что если порядковый номер года оканчивается двумя нулями, но число сотен не делится на 4, то этот год простой. Например, по этому правилу 1900 простой, а 2000 - високосный. В наше время расхождение между юлианским и новым, григорианским календарями составляет 13 дней, поскольку с тех пор накопилось еще три дня (в 1700, 1800 и 1900 гг.). Григорианский календарь был введен в Европе в XVI-XVII вв., в России же до Великой Октябрьской революции продолжали пользоваться юлианским календарем, или как сейчас говорят, исчислением «по старому стилю». Григорианский календарь был в 1918 г. декретом Советского правительства, причем 1 февраля стали считать 14 февраля. Из 400 лет по юлианскому календарь 100 високосных, а по григорианскому - 97, поэтому продолжительность григорианского года составляет

365 [image: image27.png]97
200



 , или 365,2425 сут,
т.е. 365 сут 5 ч 49 мин 12 с, т.е. она больше астрономического года лишь на 26 с.  Полученная точность очень велика и вполне достаточна для практи​ческих нужд. 
Интересную систему  календаря предложил среднеазиатский математик О. Хайяма, он предложил считать високосными 8 лет из каждых 33, при этом погрешность составляла всего 19 секунд за год. 

Русским астрономом И. Медлер предложил через каждые 128 лет пропускать один високосный год из 32 високосных лет, приходящихся на этот период, погрешность при этом составляла 1 секунду в год.
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Год продолжительностью 365 сут - это нулевая подходящая дробь этой цепной дроби,
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- четвертая подходящая дробь  (соответствует система календаря, предложенная русским астрономом И. Медлер).
Сокращение дробей 

Нахождение наибольшего общего делителя двух чисел оказывается полезным при сокращении дробей: после сокращения на наибольший общий делитель числителя и знаменателя полученная дробь будет уже несократимой [image: image36.png]



2. Что такое НОК чисел
Кратным  натуральному числу а называется натуральное число, которое делится  на а без остатка.
Каждое число имеет бесконечно много чисел кратных ему.

Например,

 ряд кратных числа 12: 12, 24, 36, 48, 60, 72, 84, 96, 108, …
ряд кратных числа 18: 18, 36, 54, 72, 90, 108, 126, …
У этих чисел есть общие кратные: 36, 108, …. Наименьшее общее кратное этих чисел число 36.
Наименьшим общим кратным двух данных натуральных чисел называется наименьшее натуральное число, кратное каждому из них.
Наименьшее общее кратное натуральных чисел m и п обозначается HOK(m,n) - по первым буквам слов «Наименьшее Общее Кратное». Например, НОК(12,18) = 36
С помощью наименьшего общего кратного легко найти все семь общие кратные данных чисел. В самом деле, запишем ряд кратных числа 36: 36, 72, 108, 144, … .
 Этот ряд состоит из общих кратных чисел 12 и 18. Отсюда следует следующее свойство: каждое кратное числа НОК(т,n) является общим кратным чисел m и п, и, наоборот, каждое их общее кратное является кратным числа НОК(m,n). Например, зная, что НОК(40,150) = 600, можно сразу сказать, что общими кратными чисел 40 и 150 будут числа ряда 600, 1200, 1800, 2400, 3000, … .
Наименьшее натуральное число, делящееся на каждое из данных целых чисел, называется наименьшим общим кратным этих чисел. Для чисел а1,а2 , …, аn оно обозначается НОК(а1,а2 , …, аn). 
Например, НОК(4, 6) = 12,  НОК(21, 42, 63) = 126. 
 Для нахождения наменьшего общего кратного чисел нужно:

1. Разложить числа на простые   множители.

2. Выписать множители, входящие в разложение одного из чисел.

3. Добавить к ним недостающие множители из разложений других чисел.

4. Найти произведение получившихся множителей.
Например, 36 = 2*2*3*3 и 48 = 2*2*2*2*3, 

НОК(36, 48) = (2*2*2*2*3)*3 = 144
Наименьшее общее кратное можно найти по-другому. Разложим данные числа на простые множители и подчеркнем общие множители двух разложений. Произведение всех неподчеркнутых множителей первого (второго) числа называется дополнительным множителем второго (первого) числа. Если теперь любое из данных чисел умножить на его дополнительный множитель, то получится наименьшее общее кратное данный чисел. Например, 36 = 2*2*3*3, 48 = 2*2*2*2*3. Видно, что дополнительный множитель для 48 равен 3, а дополнительный множитель для 36 равен 2*2, т.е. 4. Тогда НОК(36,48) = 48[image: image38.png]


3=144. Или иначе: НОК(36,48) =36[image: image40.png]


4=144. 
Если одно из данных чисел делится на остальные числа, то это число является наименьшим общим кратным данных чисел.

Например, НОК(100, 20, 50) = 100, т.к. 100 кратно и 20, и 50.
Решение практических задач с использованием НОК.

При сложении дробей мы обычно приводим их к общему знаменателю, который является наименьшим общим кратным знаменателей данных дробей.
Например, 
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, НОК(3,2)=6 – наименьший общий знаменатель дробей. 
Задача 8.  По плану парада физкультурники сначала должны маршировать строем по 12 человек в шеренге. Потом они должны перестроиться в колонну по 18 человек в шеренге. Какое наименьшее количество физкультурников нужно пригласить для участия в параде?
Решение.
НОК(12, 18) = 36(человек) - нужно пригласить.

Ответ: 36 человек
Задача 9.  Олины родители работают водителями трамваев: мама на 2-м маршруте, папа на 5-м. Один рейс 2-го маршрута длится 48 мин, а 5-го 72 мин. У этих маршрутов есть общая конечная станция. Вскоре после начала работы папин и мамин вагоны подошли к ней одновременно. Через какое время они оказались одновременно  на этой станции? 
Решение.

НОК(48, 72) = 144(минуты) – они окажутся снова на этой станции.

Ответ: через 144минуты (2часа 24минуты)

Задача 10. В портовом городе начинаются три туристских теплоходных рейса, первый из которых длится 15 суток, второй – 20 и третий – 12 суток. Вернувшись в порт, теплоходы в этот же день снова отправляются в рейс. Сегодня из порта вышли теплоходы по всем трём маршрутам. Через сколько суток они впервые снова вместе уйдут в плавание? Какое количество рейсов сделает каждый теплоход?
Решение:

    1. НОК (15,20, 12) = 60 (суток) – время встречи.

    2. 60 : 15 = 4 (рейса) – 1 теплоход.

    3. 60 : 20 = 3 (рейса) – 2 теплоход.

    4. 60 : 12 = 5 (рейсов) – 3 теплоход.

           Ответ: 60 суток, 4 рейса, 3 рейса, 5 рейсов.
Задача 11. Требуется изготовить ящик с квадратным дном для укладки коробок размером 16 ͯ 20 см. Какова должна быть наименьшая длина стороны квадратного дна, чтобы уместить коробки в ящик вплотную?

Решение:

        1. НОК (16, 20) = 80 (коробок).

        2. S = a ∙ b – площадь 1 коробки.

    S = 16 ∙ 20 = 320 (см²) – площадь дна 1 коробки.

        3. 320 ∙ 80 = 25600 ( см²) – площадь квадратного дна.

        4. S = а² = а ∙ а

    25600 = 160 ∙ 160 – размеры ящика.

         Ответ: 160 см- сторона квадратного дна.

Задача 12. Вдоль дороги от  пункта А стоят столбы электролинии через каждые 45 м. Эти столбы решили заменить другими, поставив их на расстоянии 60 м друг от друга. Найдите расстояние от пункта А до ближайшего столба, который будет стоять на месте старого. Сколько столбов было до замены, и сколько будут стоять?

Решение:

      1. НОК (45, 60) = 180 (м) – расстояние до ближайшего столба, который будет стоять на месте старого.
      2. 180 : 45 = 4 –было столбов.

      3. 180: 60 = 3 – стало столбов.

       Ответ: 180метров, 4 столба, 3 столба.
Задача 13. В детском велосипеде шестерня заднего колеса имеет 21 зубец, а шестерня педали 44 зубца. Какое наименьшее число оборотов должна сделать педаль, чтобы шестерни вернулись в свое первоначальное положение?

Решение:

1. НОК(21;44)=924.

2. 924:44=21 (оборот) – сделает педаль.

Ответ: наименьшее число оборотов равно 21.

Задача 14. Какое наименьшее количество книг можно связывать в пачки по 3, по 4, и по 5 штук?

Решение.

НОК (5;4;3)=3*4*5=3*20=60(книг).

 Ответ: 60 штук.
Задача 15. Саша ходит в бассейн один раз в три дня, а Вася один раз в четыре дня, Ваня-в 5 дней. Они встретились в бассейне в этот понедельник. Через сколько дней и в какой день недели они встретятся снова?

Решение:

Чтобы узнать через сколько дней они встретятся нужно найти НОК(3;4;5)=60(дней). Так как они встретятся только в  понедельник, то найдем остаток от деления периода их встречи на количество дней в неделе, то есть 60:7=8(ост.4).

   Понедельник, вторник, среда, четверг, пятница, суббота, воскресенье

          0
               1          2
          3
      4

Ответ: ребята встретятся через 60 дней, в пятницу.

Задача 16. Если участники демонстрации построятся по 10 человек в ряд, то 1 человек останется лишним. Если они построятся по 9 человек в ряд, то опять один человек останется лишним. То же самое произойдет, если они построятся по 8,7,6,5,4,3 и, наконец, по 2 человека в ряд. Всего их меньше 5 тысяч. Сколько их?

Решение:

Пусть х- число демонстрантов. Число (х-1) делится на 2,3,4,5,6,7,8,9.

Поэтому (х-1) НОК чисел 2,3,4,5,6,7,8,9.           
НОК(2,3,4,5,6,7,8,9)=2520.  Тогда x=2521.Больше решений нет т.к число демонстрантов меньше 5000.

  Ответ: 2521 человек.
Связь НОД и НОК чисел
НОД(m, n) * НОК(m, n) =m* n
Например, НОД(12, 18) = 6, НОК(12, 18) = 36
НОД(12, 18) * НОК(12, 18) = 6*36= 216 = 12*18
        Заключение.

Изучив понятия НОД и НОК чисел, мы убедились, что эти понятия широко используются нами на уроках математики при сокращении дробей и при приведении дробей к наименьшему общему знаменателю.
   Оказывается, есть задачи, в которых, на первый взгляд, эти понятия и не используются, а на самом деле с их помощью они легко решаются. 
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